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Indicateur sismique et rupture

o

mis?

temps (s)

mis?

temps (s)

Signaux d’accélération sismique

Catégoriser le signal s par un indica-
teur sismique :

Q@ PGA =maxycio1|s(t)];

Q@ PGV = maxyc(,1 ‘fg s(T)dr|;

Q@ F= fOT s2(1)dr;
Q SA=47*f} max,cpo1|9(t)

[Feau 2019] “Estimation de la fragilité des structures et équipements sous séisme”. Aristote.
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Indicateur sismique et rupture

Un modele mécanique traduit ensuite la réponse de la structure
au signal s.

y(®)
AW
(1- a)ymw?

amw? yll(t)+2627rfLy/(t)+fnl(t) = _S(t)
2fmwL 7/79/7/7/77%/7/‘

modele mécanique

On définit:
© Le déplacement maximal : DM = maxycpo 1) |y(t)]-
© La rupture : 1py~c
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Courbes de fragilité

0.0

IM=a

Figure: Exemple de courbe de fragilité sismique
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Courbes de fragilité

slope: 1/apr

0.0

IM=a
Figure: Exemple de courbe de fragilité sismique

Modele Log-Normal:

log DM = clogIM +d+ oN(0,1) — Ps(a) =P(DM > c|IM = a)

Ina —Ina
“I’( 5 )

@ L’étude revient a la recherche du parametre 6 = («, 8).
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Introduction

Cadre Bayésien

Base de données ((ai, 21),. .., (ak, 2x)) a=IM et z € {0,1}

@ Méthode classique : Max de vraissemblance
OpLe = arg maxy l;(z|a, #) = arg max, Hle p(zila;, 0)

—— Obtention de différents échantillons de éM LE par bootstrap.

— Pb : Irrégulier avec peu de données
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Introduction

Cadre Bayésien

Base de données ((aq,21),. .., (ag,2x)) a =IM et z € {0,1}

@ Méthode classique : Max de vraissemblance
Orip = arg maxy li(z]a, ) = arg max, Hle p(zilai, 0)

—— Obtention de différents échantillons de éM LE par bootstrap.

— Pb : Irrégulier avec peu de données

o Point de vue Bayésien: 0 est une variable aléatoire de loi 7

Z,a) W(@)lk(f]a,e)
oc (6) Hi:1 p(zila;, 0)

— Obtention de différents échantillons de 6 par simulation de p

La loi a posteriori : p(0

— Pb : Comment choisir le prior 7 7
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Information mutuelle et prior o

Introduction au prior de référence

Idée: Maximiser l'information apportée par les données par rapport

au prior. i.e. maximiser K L(p(-|a, 2)||7).
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Information mutuelle et prior objectif

Introduction au prior de référence

Idée: Maximiser I'information apportée par les données par rapport
au prior. i.e. maximiser K L(p(+|a, 2)||7).

Définition (Information attendue moyenne)

Ir| M) = [ KL(p(la,2)|[m)dPa 2l )

= zla lk(ZIa,@) - ol u
_/AXZ/@lk( | 70) log f@ lk(z|a70)dﬂ-(9)d (9)d ( )dPA( )

¢ = mesure de comptage sur Z = {0, 1}¥
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Information mutuelle et prior objectif

Introduction au prior de référence

Idée: Maximiser I'information apportée par les données par rapport
au prior. i.e. maximiser K L(p(-|a, 2)||7).

Définition (Information attendue moyenne)

I(m| MF) = / KL(p(|a, 2)||7)dP4 z(a, 2)

= z|a, 6)lo le(z]a, 0) - (0\del .
_/sz/elk( ja,0)1 gf@lk(z|a,9)dﬂ-(9)d (0)dc(z)dPa(a).

¢ = mesure de comptage sur Z = {0, 1}*

Définition (Prior de référence sur P)

Le prior de référence sur une classe de priors P est

7y = arg max I (m| MF)
TeP

[Bernardo 1979] ” Reference Posterior Distributions for Bayesian Inference*.
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Théoréeme (Expression implicite de 7*)

Sous certaines hypothéses de régularité et
P =Pi{r << v, dr/dv € C°%}:

Dy = 7 & f=exp (/ l(#|a, 0) log posty.(0|a, z)dc(z)dIP’A(a)> .

Et si P =PiN{r, [gidr =¢;}:

pi o f X exp (Z Aigz)

i=1
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Théoréeme (Expression implicite de 7*)

Sous certaines hypothéses de régularité et
P =Pi{r << v, dr/dv € C°%}:

Dy = 7 & f=exp (/ l(#|a, 0) log posty.(0|a, z)dc(z)dIP’A(a)> .

Et si P =PiN{r, [gidr =¢;}:

pi o f X exp (Z Aigz)

i=1

Approximation de posty:

i _ hCla0n(0)
posty(Bla, 2) = (012 0) = T o1 0V h (90
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Information mutuelle et prior objectif

Prior de référence asymptotique

Définition (Prior de référence asymptotique)

7" est le prior de référence asymptotique sur P si
Vr e P, V{J;©; = © union de compacts:

lim inf I (7} | M*) — I(m;|MF) >0

k—o0
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Information mutuelle et prior objectif

Prior de référence asymptotique

Définition (Prior de référence asymptotique)

7* est le prior de référence asymptotique sur P si
Vr e P, V{J;©; = © union de compacts:

lim inf I (7} |M*) — I(m| M) >0

k—o0

Proposition

| A\

o Si P est convexe ce prior est unique.

o Si VO € O il existe un estimateur faiblement consistant de
0, alors le prior de référence existe.

[Muré 2018] “Objective Bayesian analysis of Kriging models with anisotropic correlation
kernel”. Université Sorbonne Paris Cité.
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Information mutuelle et prior objectif

Prior de référence asymptotique

Sous certaines hypotheses de régularité et sur le choix de h:

T klim fx(0) = exp/lk(z|a,9) log h.(0)z, a)dc(z)dP 4(a)
—00

[Berger, Bernardo & Sun 2009] “The Formal Definition of Reference Priors”.
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Information mutuelle et prior objectif

Prior de référence asymptotique

Théoreme

Sous certaines hypotheses de régularité et sur le choix de h:

" hm fx(0) —exp/lk(z|a,9) log hi.(0)z, a)dc(z)dP 4(a)

k—o0
V.

Le prior de Jeffrey J(0) = /| det Z(0)| est le prior de référence
asymptotique.

Définition (Rappel : Information de Fisher)

Considérant la vraissemblance [(x|6), 'information de Fisher est :

2
I(G)ij:/)(l(ﬂ@)aeaae log l(z|0)dx
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Applications numériques
Prior/posterior de Jeffrey

Jeffreys prior
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91.7 051 A hist,
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Prior de Jeffrey et densité de A.
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Applications numériques

Estimation de courbes de fragilité

MLE calculations from bootstrap Posterior simulations from Jeff
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Comparaison des méthodes MLE / Jeff.
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Applications numériques

Convergence des courbes de fragilité

Confidence interval: |q,/2 — g1-,/2|2, ¥ = 0.05 Median error |q,eq — P,L,f\z
12 —— MLE 0401 —— MLE
— Jeff — Jeff
1.1 035 4
1.0
0.30 4
5" 5
S 038 5
0.7 1 0.20
0.6 0.15
0.5 1
0.10
25 50 75 100 125 150 175 200 25 50 75 100 125 150 175 200
Number of data Number of data

Pour chaque simulation : 10000 jeux de données sont générés
artificiellement par bootstrap et 10000 6 sont générés selon le
posterior via MCMC.
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Applications numériques

Comparaison avec un prior Gamma-Normal

Posterior simulations from G-N

0 20 40 60 80
«

Fragility curves convergence (G-N)

a=PGA

Comparaison des simulations selon G-N / Jeff.
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Posterior simulations from Jeff
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Caractere propre de Jeffreys lorsque 8 — 0

Développement asymptotique de la vraisemblance

On rappelle la vraisemblance :
L(0) = p(z]a,0) = [[ ()7 (1 — ®(7:))'

k
= exp Z zilog @(v;) + (1 — z;) log(1 — ®(;)))
i=1

Avec v; = 7! log & Pudt +o00.
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Caractere propre de Jeffreys lorsque 8 — 0

Développement asymptotique de la vraisemblance

On rappelle la vraisemblance :
L(0) = p(z]a,0) = [[ ()7 (1 — ®(7:))'

k
= exp Z (zilog @(v;) + (1 — z;) log(1 — ®(4)))
i=1

Avec v; = 7! log & Pudt +o00.

Proposition (Développement asymptotique de la vraisemblance)

6—B%+o(1)
L) = C——rr—r C,K,N >0
( )B—>0 (268=1V2m)N

80 0 (BNG_E%) '
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Caractere propre de Jeffreys

Théoréme (Caractere impropre du prior de Jeffreys)

(loga— )2
Supposons que A~ LN (,0%) ice. fa(a) = e 3
Alors le prior de Jeffreys est impropre.
J(0) ~ E5%? (1)

B—0
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Caractere propre de Jeffreys

Théoréme (Caractere impropre du prior de Jeffreys)

Supposons que A ~ LN (p,0?) i.e. fa(a) = \/%me 20

Alors le prior de Jeffreys est impropre.

J(6) e E'B=3/2 (1)

Corollaire (Caractere propre du posterior)

Sous les mémes hypothéses la loi a posteriori est bien une loi de
probabilité.

4
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Conclusion

o Etude théorique des résultats sur le prior de référence.

o Application au contexte des courbes de fragilité sismique et
calcul du prior de Jeffrey.

o Résultats numériques sur un cas pratique du CEA qui
démontrent:

o Une suppression des irrégularités qu’impliquent la méthode
classique du MLE.

e Une convergence des estimations issue du prior de Jeffrey,
qui est meilleure que celle obtenue avec les autres méthodes
étudiées.

o Validation mathématiques des bonnes propriétés des lois
simulés.
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FIN
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Annexe
Algorithme de Metropolis-Hasting adaptatif

Require: m: target distribution
to: Markov chain initialization
Niter, Nstep, 0p, b, s: calibration parameters
for Kk =1... Njjer do
if £ < Ngiep then
t* =tp_1 +N(0,0,1)
else
t* =tp_1 +5(1 = bN(0,25_1) + bN(0, 0, 1)
end if
o = m(t*)/m(tp—1)
t, = t* with probability ay, t = tp_1 otherwise
me =3 Yt
Sko= Yoy (b — mi) (ti = migr)T
end for
Ensure: ¢, a: Markov chain and acceptance rates sequences
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Annexe
Convergence du MH

convergence of & convergence of
iterations iterations
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Annexe
Convergence du MH

accept rates convergence
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Annexe

Comparaison visuelle des médianes

MLE Jeffreys prior Gamma-normal prior
1.0 109 — 51
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08 0.8 4 °

ref
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