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Contexte

Modèle

I xobs données observées

I modèle paramétriqueM0 : X |θ ∼ L(x ; θ)

I loi a priori θ ∼ π(θ)

Question

I Observations xobs compatibles avecM0 ?

I Observations xobs surprenantes ou extrêmes pourM0 ?

Objectif

Outils de mesure de cette surprise
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Outil usuel : p-value

Construction d'une p-value

- t(·) statistisque de test qui étudie un aspect du modèle

- m(·) loi à choisir

- Pm(·) probabilité calculée sous la loi m(X ) ou m(t(X )),
en supposantM0 vrai

p-value

p = Pm(·)[t(X ) ≥ t(xobs)]

Interprétation

I Probabilité d'observer des données plus "extrêmes" que
xobs siM0 vrai

I Mesure de la surprise

I Pas besoin de spéci�er de modèle alternatifM1
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Choix de la fonction de test

Critères

I Test d'un aspect deM0 ( t pas naturel ⇔ problème
mal dé�ni )

I Grandes valeurs de t ⇒ faible compatibilité de xobs avec
M0 (ou forte surprise)

2 catégories

I t statistique de test

I t mesure de discrepance (peut dépendre de certains
paramètres du modèle)
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Exemples de statistiques de test t

I t(x1, . . . , xn) = max(xi )

I t(x1, . . . , xn) = median(xi )

I t(x1, . . . , xn) = mean(xi )
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Exemples de mesures de discrepance

I Paramètres θ = (ψ, η)

I Mesure de discrepance t(X , η)

I Pm(·) probabilité calculée sous la loi m(X , η)

p = Pm(·)[t(X , η) ≥ t(xobs , η)]

I χ2 discrepancy

t(x , η) = χ2(x , η) =
n∑

i=1

(xi − E [xi |η])2

Var [xi |η]

I minimum discrepancy tmin(x) = minη t(x , η)

I average discrepancy tavg (x) =
∫
t(x , η)π(η|xobs)dη
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Choix de m

θ connu : m(x ; θ) = L(x ; θ) et p = PL(.;θ)[t(X ) ≥ t(xobs)]

θ inconnu

I Plug-in : estimateur θ̂, m(x ; θ̂) = L(x ; θ̂) et

pplug = PL(.;θ̂)[t(X ) ≥ t(xobs)]

→ simple mais ne prend pas en compte l'incertitude sur θ

I Elimination de θ : similar p-value : statistique u

su�sante pour θ ( ⇒ L(x |u(xobs), θ)⊥ θ)

psim = PL(.|u(xobs),θ)[t(X ) ≥ t(xobs)]

→conditionné par l'existence de U
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Choix de m dans le cas général

Cadre général : θ inconnu et pas de statistique su�sante
pour θ

Apport du cadre bayesien

I loi a priori sur θ ∼ π(θ) ⇒ intégration par rapport à θ

I Predictive distribution et p-values

Di�érents choix de m possibles

I Prior predictive distribution

I Posterior predictive distribution

I Partial predictive distribution

I Conditional predictive distribution



Validation de
modèles

Introduction

Prédictive
p-values

De�nition

Proprietes

Graphiques

Exemple

Modèle

calcul des p-values

Illustration
numérique

Conclusion

Références

Prior predictive p-value [popularisée par Box (1980)]

Prior predictive distribution = marginal likelihood (loi de nouvelles

données x avant de voir xobs )

mprior (x) =

∫
L(x ; θ)π(θ)dθ

Prior predictive p-value

pprior = Pmprior (.)[t(X ) ≥ t(xobs)]

Avantage : Si t(x) = 1
mprior (x) , pprior = P[mprior (X ) ≤ mprior (x

obs)]

mprior (x
obs) petit ⇒ pprior petit

Inconvénient : poids du prior important

I très bon modèle + "mauvais" prior ⇒ pprior petit

I si π(θ) impropre ⇒ mprior (x) impropre et calcul de pprior
impossible



Validation de
modèles

Introduction

Prédictive
p-values

De�nition

Proprietes

Graphiques

Exemple

Modèle

calcul des p-values

Illustration
numérique

Conclusion

Références

En pratique

Simulation sous mprior (x) par Monte-Carlo

θ1 . . . θM ∼ π
↓ M0

x
rep
1 |θ1, . . . , x

rep
M |θM

↓
p̂prior

Monte Carlo←−−−−−−−− t(xobs), t(x repi ), i = 1 . . .M
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Posterior predictive p-value [Guttman (1967), Rubin (1984)]

Posterior predictive distribution (loi de nouv. données x après avoir vu xobs )

mpost(x |xobs) =

∫
L(x ; θ)π(θ|xobs)dθ

Posterior predictive p-value

ppost = Pmpost(.|xobs)[t(X ) ≥ t(xobs)]

Avantages

I π propre ou impropre

I Plus in�uencée par le modèle que par le prior
si grand nombre d'observations, mpost ≈ δθ̂ ⇒ ppost ≈ pplug .

Inconvénients : double utilisation des données pour obtenir
π(.|xobs) et calculer ppost
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En pratique

xobs
Gibbs / MCMC−−−−−−−−−−→ θ1 . . . θM |xobs

↓ M0

x
rep
1 |θ1, . . . , x

rep
M |θM

↓
p̂post

Monte Carlo←−−−−−−−− t(xobs), t(x repi ), i = 1 . . .M
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Extension de la posterior predictive p-value

[Meng (1994), Gelman, Meng, Stern (1996)]

I Si θ = (ψ, η) et validation deM0 en ψ, variable de
discrepance t(x , η)

mdpost(x , η|xobs) =

∫
L(x ; (ψ, η))π((ψ, η)|xobs)dψ

discrepancy posterior predictive p-value

pdpost = Pmdpost(.|xobs)[t(X , η) ≥ t(xobs , η)]

I A(x) statistique auxiliaire constante (ex : taille de x)

maux(x |xobs) =

∫
L(x |θ,A(x) = A(xobs))π(θ|xobs)dθ
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Partial posterior predictive p-value [Bayarri & Berger (2000)]

Partial posterior predictive distribution

I t = t(x), T = t(X )

I π(θ|xobs \ t(xobs)) ∝ π(xobs |t(xobs), θ)π(θ)

m(t|xobs \ t(xobs)) =

∫
L(t|θ)π(θ|xobs \ t(xobs))dθ

Partial posterior predictive p-value

pppost = Pm(t|xobs\t(xobs))(T ≥ t(xobs))

Avantages : pas de double usage des données car
contribution de tobs au calcul du posterior éliminée avant
l'intégration contre θ
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Conditional predictive p-value
I u1, u2 statistiques représentant 2 aspects des données
I loi a posteriori pour θ à partir de u1(xobs)

π(θ|u1(xobs)) ∝ π(θ)L(u1(xobs); θ)

mcpred (t|xobs) =

∫
L(t|u2(xobs), θ)π(θ|u1(xobs))dθ

Conditional posterior predictive p-value

pcpred = Pmp(t|xobs)(T ≥ tobs)

Choix de u1 et u2
I [Bayarri & Berger (2000)]

u1(xobs) = u2(xobs) = θ̂cMLE (x) = argmax L(x |t; θ)

I [Robert & Rousseau (2003)]

u1(xobs) = θ̂MLE (x) u2(xobs) = xobs |θ̂MLE (x)
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Propriétés d'une p-value



Validation de
modèles

Introduction

Prédictive
p-values

De�nition

Proprietes

Graphiques

Exemple

Modèle

calcul des p-values

Illustration
numérique

Conclusion

Références

Propriété d'une p-value

p = p(xobs) vue comme la réalisation d'une variable aléatoire
p(X )

Cadre fréquentiste

p(X ) ∼ U [0, 1]

⇒ idée de la taille relative de p(xobs)

Cadre bayesien

loi uniforme pas toujours véri�ée
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Dé�nitions des propriétés d'une p-value

Frequentist p-value : si p(X ) ∼ U [0, 1]

Conservative si P(p(X ) < α) ≤ α ∀α < 1/2 sousM0

Anti-conservative si P(p(X ) < α) > α ∀α < 1/2 sousM0

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.
0

0.
2

0.
4

0.
6

0.
8

1.
0

a

P
(p
(X
)<
a)

anti-conservative

conservative

?

Asymptotiquement fréquentiste : si pour un échantillon

X1, . . . ,Xn, p(X )
L−→

n→+∞
U [0, 1] ∀θ ∈ Θ sousM0
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Propriétés des predictive p-values

[Bayarri, Berger, 2000, Robins, Van der Vaart, Ventura,
2000]

Propriétés de la prior predictive p-value

Soit π(θ) un prior propre. SousM0 et sous la prior predictive
distribution mprior (x), pprior fréquentiste (pprior ∼ U [0, 1])

Propriétés de la posterior predictive p-value

Sous la prior predictive distribution mprior (x),

I ppost ne suit pas une loi U [0, 1]

I ppost conservative : ∀α ≤ 1
2 , P(ppost ≤ α) ≤ 2α

I ppost asymptotiquement fréquentiste
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Propriétes des conditional predictive p-values

[Bayarri, Berger, 2000, Robins, Van der Vaart, Ventura, 2000]

Propriétés

I Soit π(θ) un prior propre. Sous certaines conditions,
pcpred fréquentiste

I Soit π(θ) un prior impropre. Sous certaines conditions,
pcpred fréquentiste

I pcpred asymptotiquement fréquentiste
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Graphiques
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Représentations graphiques [Gelman, 2004]

Détection de en quoi le modele est faux (contrairement à la
p-value)

I Graphiques de réplications des données

I Graphe de D(xobs , x rep) = t(xobs)− t(x rep)
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Graphiques

I Graphe de t(xobs) versus t(x rep)

I Histogramme de t(x rep) en tracant t(xobs)
EXPLORATORY DATA ANALYSIS FOR COMPLEX MODELS 767

Figure 3. Posterior predictive checks from a stochastic model fit to data of dogs learning to avoid shocks. Each
dog was given 25 trials, and the test statistics shown here are the mean and standard deviation, across dogs, of the
total number of shocks received. For each plot, the vertical line shows the observed value T (y), and the histogram
shows the distribution of the values T (yrep) in simulated replications of the model.

6. A multidimensional summary, T (y) = (T1(y), . . . , Tk(y)), can be shown as a
scatterplot of Tk(y) versus k, in comparison with several scatterplots of Tk(yrep) versus
k. But this comparison can be displayed much more compactly using line plots or parallel
coordinate plots (Inselberg 1985): a single graph can show the line of Tk(y) versus k in
bold, overlaying several lines of Tk(yrep) versus k, each corresponding to a different draw
from the reference distribution. Figure 5 presents an example. Wegman (1990) and Miller
and Wegman (1991) discussed parallel coordinate plots in detail and in the larger context
of displaying multivariate data.

Our suggestion here is to view such plots as model checks, and to apply them to test
summaries as well as to raw data.

Figure 4. Simultaneous posterior predictive check for the two test statistics shown in Figure 3. The observed value
is shown as a bold X on the plot.
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Exemple sur un modèle hiérarchique

I [Bayarri & Castellanos(2007)]. Bayesian Checking of the Second Levels

of Hierarchical Models. Statistiscal Science Vol.22, no. 3, 363�367

I [Gelman (2007)]. Comment : Bayesian Checking of the Second Levels of

Hierarchical Models. Statistical Science. Vol.22, no. 3, 349�352
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Modèle

Modèle

Xij |θi ∼i .i .d . N (θi , σ
2
i ), ∀i = 1 . . . I ,∀j = 1 . . . ni

θi |µ, τ ∼i .i .d . N (µ, τ2)

π(µ, τ2) = π(µ)π(τ2) ∝ 1
τ

I Paramètres connus : σ2i
I Paramètres inconnus : θi , µ, τ

2

Problématique

I Adéquation du second niveau du modèle
θi |µ, τ ∼ N (µ, τ2)

I Choix de t

t(X ) = max{X 1, . . . ,X n}
avec X i = 1

ni

∑ni
j=1 Xij
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Calculs de lois

I Loi de t(X )

ft(X )(t) =
I∑

i=1

N

(
t; θi ,

σ2i
ni

) I∏
l=1,l 6=i

F

(
t; θk ,

σ2k
nk

)
N et F densités et f.d.r. de lois gaussiennes

I Vraisemblance intégrée

L(x |µ, τ2) =
I∏

i=1

N

(
x i ;µ,

σ2i
ni

+ τ2
)

⇒ µ̂, τ̂2
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Prior p-value

I

mprior (θ) =

∫
L
[
θ|µ, τ2

]
π(µ)π(τ2)︸ ︷︷ ︸
impropre

dµdτ2

I Loi impropre donc pas possible de calculer pprior
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Prior plugin p-value

I mplug−prior (θ) = m

[
θ|(µ, τ2) = (µ̂, τ̂2)

]
=

∏I
i=1 N(θi |µ̂, τ̂2)

I Pas d'expression explicite pour pplug−prior
I En pratique :

xobs
MLE−−−−→ µ̂, τ̂2

Simulation−−−−−−−→ θ1 . . .θR ∼ mplug−prior (θ)

↓ L
xi
r |θri ∼ N

(
θri ,

σ2i
ni

)
↓

p̂plug−prior
Monte Carlo←−−−−−−−− t(xobs), t(x r ), r = 1 . . .R
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Posterior predictive p-value

Simulation sous

mpost(x |xobs) =

∫
L(x ; θ)π(θ|xobs)dθ

où π(θ|xobs) = marginale de la posterior π(θ, µ, τ2|xobs)
obtenue par Gibbs

Algorithme

1. µ|τ2,θ, xobs ∼ N (Eµ,Vµ) avec Eµ =
∑I

i=1 θi
ni

et Vµ = τ2

I

2. τ2|µ,θ, xobs ∼ χ−2(I − 1, τ̃2) avec τ̃2 =
∑I

i=1(θi−µ)2

I−1

3. θi |µ, τ2xobs ∼ N (Ei ,Vi )
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Posterior predictive p-value en pratique

En pratique :

xobs
Gibbs−−−−→ (θ, µ, τ2)kk=1,...,R ∼ π(θ, µ, τ2|xobs)

↓ L
xi
r |θri ∼ N

(
θri ,

σ2i
ni

)
↓

p̂post
Monte Carlo←−−−−−−−− t(xobs), t(x r ), r = 1 . . .R
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Partial posterior predictive p-value

Simulation sous

mppp(x |xobs \ tobs) =

∫
L(x ; θ)π(θ|xobs \ tobs)dθ

où π(θ|xobs \ tobs)marginale de la partial posterior

π(θ, µ, τ2|xobs \ tobs) ∝ π(θ,µ,τ2|xobs)
f (tobs |θ)

obtenue par Gibbs

Algorithme

1. π(µ|τ2,θ, xobs \ tobs) ∝ π(µ|τ2,θ, xobs) gaussienne

2. π(τ2|µ,θ, xobs \ tobs) ∝ π(τ2|µ,θ, xobs) inverse χ2

3. θi |µ, τ2xobs \ tobs ∝ π(θ|µ,τ2,xobs)
f (tobs |θ)

non simulable ⇒
Metropolis-Hastings
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Partial posterior predictive p-value en pratique

En pratique :

xobs
M-Hastings−−−−−−−→ (θ, µ, τ2)kk=1,...,R ∼ π(θ, µ, τ2|xobs \ tobs)

↓ L
xi
r |θri ∼ N

(
θri ,

σ2i
ni

)
↓

p̂pppt
Monte Carlo←−−−−−−−− tobs , tr , r = 1 . . .R
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Simulation et résultats

Modèle de simulation

I I = 5, ni = 8.

I

Xij ∼ N (θi , 4), ∀i = 1 . . . 5,∀j = 1 . . . 8

θi ∼ Γ(0.6, 0.2), ∀i = 1 . . . 5

Valeurs des p-values :

pplug−prior = 0.121 ppost = 0.381 pppp = 0.011

Remarques :

I Seule pppp détecte le problème

I ppost très conservative, pplug−prior conservative
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pprior
EB (X)

De
ns
ity

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.
0

0.
5

1.
0

1.
5

2.
0

I=5

ppost(X)

De
ns
ity

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.
0

1.
0

2.
0

3.
0

pppp(X)

De
ns
ity

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.
0

0.
4

0.
8

1.
2

pprior
EB (X)

De
ns
ity

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.
0

0.
5

1.
0

1.
5

I=15

ppost(X)

De
ns
ity

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.
0

0.
5

1.
0

1.
5

pppp(X)

De
ns
ity

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.
0

0.
4

0.
8

1.
2

pprior
EB (X)

De
ns
ity

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.
0

0.
4

0.
8

1.
2

I=25

ppost(X)

De
ns
ity

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.
0

0.
5

1.
0

1.
5

pppp(X)

De
ns
ity

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

0.
0

0.
4

0.
8

1.
2

Figure 1: Null distribution of pEB
prior(X) (first column), ppost(X) (second column) and pppp(X) (third column)

for I = 5 (first row), 10 (second row) and 15 (third row).

3. Log-Normal distribution: θi ∼ LogNormal(0, 1) i = 1, . . . , I.

We have considered I = 5 and I = 10, simulated 1000 samples from each model and computed
the different p-values for each sample. In Table 2 we show Pr(p ≤ α) for the three p−values and
some values of α. pppp seems to show adequate power (lower for the exponential alternative, and
largest for the log-normal); both pEB

prior and ppost show considerable lack of power in comparison.
In particular, notice the extreme low power of ppost in all instances, producing basically no
p-values smaller than 0.2.
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Conclusion
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Outils

p-values

I Détecte à quel point les données sont extrêmes par
rapport au modèle

I Grande variété (prior predictive, posterior predictive,
conditional predictive, partial predictive)

I Qualités diverses

I Pas de consensus universel mais
I ppost la plus facile à calculer et qualités "acceptables"
I pppp la plus satisfaisante pour les qualités

I Extensions pour améliorer : Bootstrap p-value [Fraiser &

Rousseau (2000)]

Graphiques

I Basés sur les réplications des données

I Détecte en quoi le modèle est faux
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