


PREMIERE PARTTE

EIEMENTS DE THEORIE DE LA DECISION

METHODES BAYESTENNES

Cette partie définit les principes de base et les méthodes de la théorie
de la décision et de la statistique bayésienne. Les régles d'utilisation
générale qui y sont données seront appliquées dans la deuxiéme partie 3
des cas particuliers importants : ces cas particuliers peuvent donc ser-
vird'exemples dans 1'étude de la premiére partie.



Un atelier fournit chaque jour N pifces utilisées chacune dans le montage
d'un appareil. Un lot contient une proportion inconnue € de défectueux et

deux actions sont possibles :

a; contrdler chague piéce et éliminer les défectueuses
a; procécer directement au montage et en cas de non fonctiornement de

1'appareil démonter la piéce défectueuse qui sera remplacée le lendemain.

Les coiits ¢ de contrdle d'une pilce et ¢, de remplacement d'une pigce défec-

tueuse aprés montage sont connus.

Que la décision prise soit a: ou a, le nombre total d'appareils montés est

N(1 - 8) : les colts dls aux pi€ces défectueuses sont :

-

Ne:
Noc»

pour a: c(a: ,9)

pour a, c(asz ,0)

Si 6 &tait conru, on choisirait 1'action de colt minimum et donc on décide-
rait a: dans le cas ol :

¢] LG /c

Mais © est inconru : pour choisir entre a; et & , il faut utiliser 1'infor-
mation dont on peut disposer , par exemple les valeurs obtenues pour ce para-
métre dans les lots précédents (nous considérons le cas ou un échantillon de

n pidces du lot a &té contrdlé au § III).

18re méthode : critére minimax

Si on sait que 0 € 6 & 8. on étudie les colits maximums :

sup c(ai ,0) = Ny sup c(as ,9) = NBoca
S 5]
et on choisit 1'action minimisant le cofit maximum ; on décidera donc a» si

8 < ci/ce



En utilisant ce crlteLb, on se place dans les conditions les plus défavo-
rables (on donne 4 la proportion 6 de défectueux sa valeur la nlus grande
8o ) ; si B0 dépasse ¢:/c,, 1'action retenue est la plus coliteuse pour toutes
les valeurs de 6 inférieures 2 c; /c; .

2¢me méthode : utilisation de la distribution empirique

La distribution empirique de la proportion 8 dans les lots précédents définit
une loi de probabilité sur © = [0,1] des valeurs possibles de 6 - accepter
cette loi de probabilité pour 1'étude du lot considéré revient 3 considérer
qu'une valeur de © est d'autant plus probable qu'elle est apparue plus fré-
quemment dans les lots précédents.

Dans ces conditions, le colit de 1'action a., fonction réelle de 6

6 > c(az ,9) = Néc,
devient une aléatoire réelle Ca2 et nous déciderons a; si 1'espérance de cette
aléatoire est inférieure au colt Nec, de a , c'est-i-dire, 6,, désignant 1'es-
pérance de la loi de probabilité définie sur 0, si

Népmc. < Ney # 8 € c1 /s

Le remplacement du colt al&atoire Ca par son espérance se justifie parce

que nous avons ici une opération répétitive ; on sait (loi des grands nombres)
que la moyenne des colts sur un assez grand nombre de jours tend en probabilit
vers 1'espérance de Ca ;c'est done le colit moyen que nous avons minimisé.



I - TRAITEMENT MATHEMATIQUE D'UN PROBLEME DE DECISION

1 - DONNEES DU PROBLEME
Pour 1'étude mathématioue du choix d'une action, il faut dé&finir :

- l'ensemble A des actions envisagées :

- l'ensemble © des paramétres 6 (le paramétre 6 est un réel ou, plus généra-
lement un &lément (6, ,...,9)) de R ¢ il définit les &tats possibles du
systéme étudié)

- la fonction de colit ¢ qui est une application bornée de 1'ensemble produit
A x 9 dans R (le nombre c(a,8) est le colit positif ou néeatif de 1'action

a pour la valeur 8 du paramétre).




La notion de colt dolt &tre prise au sens le plus larze et non seulement en
termes dconomiques : ainsi, pour un médecin, le colit d'un traitement traduira
les contre-indications &ventuelles, les arriére-effets nuisibles et., aveec un
sicne moins puisqu'il s'agit d'un gain, 1'amélioration de 1'état du malade
gu'on peut en attendre.

2 - ACTIONS ADMISSIBLES ; ACTION OPTIMALE

La fonction de coiit définit un préordre partiel sur 1l'ensemble A des actions

a' est meilleure que & (ocu a < a') si :
¥ 8, c(a',d) £ c(a,b)

Cette relation est un préordre et non un ordre parce gue
»<a'eta'<a%a=a'

Une action a strictement moins bonne qu'une action a' clest-3-dire telle que :
¥ e, c(a',9) < c(a,d) et 460 : c(a',8 ) < c(a,bo)
peut &tre &liminée. Seules sont donc intéressantes les actions qui ne sont

strictement inférieures 4 aucune autre, dites actions admissibles.

S'il existe un plus grand &lément a,, dans A c'est-3-dire si :

¥e ,¥a, cla,d) € cla,d)
1'action ap est optimale et doit &tre cholsie (s'il existe plusieurs plus
erands éléments 1'un quelconque d'entre eux peut &btre choisi). Cette situation
se présente en particulier si O contient un seul Elément (sl le paramétre 8
est conmu) et si l'ensemble des valeurs de la fonction ¢ est un intervalle

Forms



3 - CRITERES DE DECISION ; CRITERE MINIMAX

S'41 n'existe pas dans A de plus grand &lément , 11 est nécessaire de complé-

ter la domnde du triplet (A,0,c) par un critére permettant de faire un choix
dans 1l'ensemble des actions admissibles ; nous allons en donner deux exemples
simples.



4 - DECISION BAYESIENNE
La donmnée du triplet (A,O0.c) est complétée par celle d'une mesure de proba-

bilité sur O : cette mesure traduit la plus ou moins grande vralsemblance
attribuée aux &léments 8 de 6 en fonction de 1l'information qu'on a sur le

systéme étudié : elle sera souvent appelée mesure de vraisemblance.




- B k . 0 -
Pratiquement., © est un sous-ensemble de B ou R ; une mesure de probabilité
sur © définit donc une aléatoire réelle ou vectorielle que nous noterons 6
pour la distinguer de la valeur ¢ du paramétre qui est un nombre inconnu

mais certain.

A toute action a, on associe alors un colt aléatoire :

Cq = c(a,®)
(comme pour 8, la loi de probabilité de cette alatoire traduit la plus ou
moins grande vraisemblance attribuée aux valeurs possibles du coit). Le choix
de 1'action a retenue s'effectue en comparant les distributions des aléatoires
Cq ; pour faire cette comparaison, il sera parfois commode de choisir un cri-

tére de décision.

Si 1'action a reternue doit &tre répétée, le critére choisi sera en général
1'espérance de C, : décider & si

¥Ya, E[Cé} £ E{Ca]
En effet, comme il a &té indiqué dans 1'exemple, ce choix signifie qu'on
cherche 1l'action a dont le coiit moyen est minimal. Mais il sera bon de com-
pléter 1liétude en déterminant la dispersion de Cé (d&finie par la variance
ou tout autre indice);de fortes variations du coiit peuvent en effet compro-
mettre la tré@sorerie d'une entreprise, méme si en moyenne l'action est opti-

male.

5 = GENERALISATION : FONCTION DE COUT ALEATOIRE
Te coit d'une action a nour une valeur 8 du narametre neut atre aléatoire.




111 -~ STATISTIQUE BAYESTENNE

L'information relative au paramétre 9 est en général obtenue 3 partir de

cam

résultats expérimentaux % ,...,Xp entach@s d'erreurs aléatoires.

Ainsi dans 1l'exemple I, on peut déterminer le nombre x de défectueux dans un
&chantillon aléatoire de n pidces extrait du lot utilisé - pour &tudier 1'es-
vérance du rendement d'une variété dans des corditions déterminées. on peut
mesurer les rendements xi ,...,Xpn de cette variété dans n parcelles différentes.
La prise en compte des résultats expérimentaux dans la définition de la mesure

de vraisemblance sur © se fait en utilisant le théoréme de Bayes.

1~ MODELE PROBRABILISTE DE L'EXPERTENCE

L'expérience effectuée est considérfe comme une réalisation particuliére d'une

épreuve aléatoire susceptible de répétitions et le résultat x = (R gunn s
est la valeur prise dans cette réalisation par une aléatoire X = (% ,....%Xp)
associée a4 1'épreuve.

L'analyse des conditions expérimentales permet de définir pour toute valeur
du paramétre 6 la loi de probabilité de 1'dpreuve (ou modéle probabiliste de
1'expérience) et donc la loi 1.(8) de 1'aléatoire X = (Xi,....X,). Nous dési-
gnerons par p(x|9) la probabilitd (ou la densité) au point x de la loi L
discréte (ou continue).

i

Dans 1'exemple, 1'&preuve est le tirage d'un &chantillon de n piéces et 1'aléa~-
toire X associde le nombre de défectueux dans 1'échantillon ; sous 1l'hypothese
a1 ehamie v Ees AT det oa 1a mame nrehabil1i+d A'arnartenir 3 1'échantillon.



2~ MESURE DE VRATSEMELANCE A PRIORI

Ta connaissance ant@rieure du systéme étudié (ainsi, dans l'exemple, les pro-

portions de défectusux relevées les jours précédents) permet de définir une
mesure de vraisemblance sur © préalable 3 1'expérience dite mesure 4 priori.
Pour des raisons de simplicité, la mesure a priori sera souvent choisie dans
une famille de distributions particulidres dépendant de 2 parametres au moins
de manidre i pouvoir fixer la valeur centrale et la dispersion (par exemple
1'espérance et la variance). La dispersion sera d'autant plus grande que 1'in-
formation préalable sera moins précise et, en passant & la limite, on se pla-

cera dans le cas ol 1l'information préalable est négligeable et ou seul compte



e £+o — A\i'To) \I'Tovli)

3 - MESURE DE VRATSEMBLANCE A POSTERICRI

Le probléme est de modifier la vraisemblance a priori pour tenir compte de

1'information supplémentaire fournie par le résultat expérimental ; gréce a la
formulation mathématique que nous venons de donner, c'est un probléme &l&men-

taire de calcul des probabilités.

La loi du couple (X,8) est biendéterminéepar la loi marginale de 8 (vraisem-
blance a priori définie en 2) et par la loi conditionnelle de X sachant 6 = ©
(loi L(8) définie par le mod€le probabiliste de 1'expérience en 1). Ia loi
cherchée est la lol de 6 aprés expérience c'est-3i-dire la loi conditiomnelle
de @ sachant X = x dite loi a posteriori.

La probabilité (cu densité) a posteriori notée s (8|x) est donnée par le théo-

réme de Bayes :

pr (8]x) « o (8) p(x|8)




4 — REPRESENTATTION DE LA DISTRIBUTION A POSTERIORT

. b . 5 - % P
Nous considérerons le seul cas ou la lol a posteriori sur @ C R est définie

par une densité p. (81x).
A cette distribution, conme 3 toute distribution définie par une densité, on

peut associer

des ensembles de probabilité fixge N (intervalles si k = 1, régions du plan

ou de 1l'espace 81 k = 2 ou 3) :; si la valeur choisile pour Il est assez grande,
il est trés vraisemblable que 0 appartienne & 1'ensemble correspondant : par
exemple, en admettant que le paramétre inconnu 6 appartient 2 un ensemble de
probabilité 0,95, on accepte une probabilité d'erreur, ou risque, de 0,05

(en moyenne on se trompe une fois sur 20) ;

des ensenbles de densité constante Sy, = {8 | p:(8|x) = p} (courbes si k = 2,
surfaces si k = 3) : en tracant plusieurs de ces "courbes de niveau', avec

pour chacune la valeur de p, on a une bonne représentation de la densité.

Région minimale de vraisemblance donnée

L'ensemble de vraisemblance N et de grandeur minimum (longueur si k = 1, aire

sik =2, volune 81 k = 3,...) est

V. = {8 | p(8]x) > pl

'
ik



5 - ESTIMATION PONCTUELLE
I1 est parfois demandé de fournir pour le paramétre 6 une valeur unique appe-~

lée estimation ponctuelle de 8, c'est-2-dire de résumer en un nombre unique
1'information fournie par la distribution de 6 ; il faut donc choisir une
valeur cenfrale de cette distribution : mais il est indispensable d'accompa-
gner cette valeur d'indications sur la dispersion de la distribution (si 6
est réel, on donnera la longueur d'un intervalle I ou Vﬁﬁ ou 1l'écart-type

ou la variance de 6.)

Une valgur naturelle est le mode 6 de la distribution a postériori de 8 (la
valeur O maximisant la probabilité ou la densité) c'est-3-dire la valeur la
plus vraisemblable (on suppose &videmment 1a distribution unimodale, ce qui
est le cas gfnéral) : mais on peut aussi choisir 1'espérance de £} i

Dans le cas ol la densité a priori est sensiblement constante, le mode 6 est
la valeur qui maximise la vraisemblance expfrimentale p(x|0) : cette valeur

particuliére est appelée estimation du maximum de vraisemblance (sous entendu

expérimentale).



6 - DISTRIBUTION APPROCHEE DE 9 DANS LE CAS DES GRANDS ECHANTILLONS

L'étude de la distribution a postériori de & peut &tre malcommode, par

exemple si les tables numérigques font défaut ; d'ou 1'intérét de lois appro-
chées simples.

Si le nombre n des observations est grand, on admet que les résultats asympto-
tigues (obtenus Z la limite si n tend vers +») donnent des approximations
acceptables : en particulier, si les lois a priorli et a postériori de 6 sont
définies par des densités po et p:, on peut domner les résultats suivants :




7 - DISCUSSION D'HYPOTHESES SPECIFIANT LA VALEUR DU PARAMEIRE 6 OU DF. FONC-

TIONS REELIES DE CE PARAMETRE (Tests d'hypothese)

ler probléme :

L'hypothése faite est que le paramétre 6 a une valeur donnée 6o

Si W est un ensemble de vraisemblance TI, on peut, en prenant un risque d'erreur
1-T, appeld niveau, affirmer que O appartient & W. On choisit donc le risque
1-I, et on dé&finit 1'ensemble W, de préférence 1l'ensemble minimal V ou par-
fois dans R 1'intervalle I (ces ensembles ont ét# définis en 4) ; si le

point 8 n'appartient pas 4 W, 1'hypothése est rejetée au niveau 1-II.

Remarque : Dire que la valeur 6. est acceptable ne signifie pas que le para-
métre 6 a slirement cette valeur ; en eoffet tous les autres points de W sont
sussi des valeurs acceptables. La démarche faite n'a donc d'int&rét que si
la valeur 6o est particuliérement intéressante :

- soit pour des raisons de simplicité,

- soit par la cormaissance qu'on a du systéme &tudié.

2éme probléme :

L'hypothése faite est que 1 fonctions réelles du paramftre 6 algébrigquement
indépendantes sont nulles, soit :

() =f{®)=.:.=F 8) = 0

1(

On netit remplacer 1e paramstre 8 = (8: .. .8 ) par les 1 paramétres réels



on rejettera donc 1'hypoth@se au niveau 1-T si 1'origine n'appartient pas

3 W. La remarcue faite pour le premier probléme vaut &galement ii.

8 - CHOIX D'UN ENSEMBLE 64 DANS UNE PARTTTION FINIE ©: ,... ;071 DE ©

Nous considérerons le seul cas ol la distribution a postériori est définie

par une densité p(elx) et ol chacun des enscmbles ©; ,....07 contient une
boule (nous excluons ainsi le cas oli un des ensembles contiendrait un nombre

fini de points ou, dans le plan, se réduirait & une courbe).



Trois régles de décision peuvent &tre envisagées.
) o)

Si une décision doit &tre prise
Régle 1
Choisir l'ensenble @i de vralisemblance maximum.

Si la décision peut étre différée :

Régle 2
Choisir lfensemble 0 de vraisemblance maximum si g2 vralsemblance
dépasse un seuil &lev@ [ (0,90 , 0,95 ou 0,99 par exemple) et dif-

férer la décision dans le cas contraire.

Si le choix d'un des ensembles, ©; par exemple, n'implique pas d'action et
peut Etre révisé sans difficulté i la différence du cholx des autres ensem-
ples, on identifie choisir ©, et différer la décision ; d'oll, en application
de la régle 2
Régle 3
Choisir 1'ensemble @. si sa vraisemblance dépasse un seuil [ élevé
(largement supérieur 4 0,5), ©: si aucun ensemble n'a une vraisem-
blance supérieure a I.
On notera que la régle 3 n'a de valeur que si le choix de 0y est provisoire

et soumis I révision : sinon liensemble ©; serait abusivement privilégié.

Ces régles peuvent &tre retrouvées dans le cadre général de la théorie de la




Discussion de 1'intérét d'une expfrience

Dans le cas ol on a choisi d'utiliser la régle 2 (ou la régle %), il faut,
avant d'effectuer une expérience calculer la probabilité d'obtenir une décision
positive c'est-i-dire le choix d'un ensemble ©. et non le report de la déci-
sion (dans le cas de la régle 3, il faut alors dissocier O: et 1l'absence de
décision). Si plusieurs expériences sont possibles, on préférera celle qui
dorne la plus grande probabilité d'obtenir une décision positive.
Dans cette &tude, on connait done la mesure a priori sur © et le modéle pro-
babiliste c'est-d~dire la loi L(9) de X mais non la valeur X.
La vraisemblance a postériori de Gi est une fonction de x et 6 ; s1 O est
_ fixé, on peut déterminer 1'ensemble Ai(e) des valeurs x pour lesquelles cette
vraisemblance de 9i dépasse le seuil II et donc @i est choisi. La probabilité
de choisir @i si le paramétre a la valeur 0 est :

vi(e) = Prob Ai(e)
la probabilité étant calculée pour la loi L(6) :; la probabilité d'une déci-
sion positive est : 1

v(®) = L, v.(8) =1 - w(8)
ou v est la probabilité de 1'ensemble A complémentaire de la réunion des
A, (1< 1< 1). Les fonctions Vi 5.l ,Vq sONE appelées les composantes de la
fonction puissance.
L'étude des fonctions v; et de leur some v permet de discuter 1'intérét de
1'expérience envisagée selon les valeurs possibles de ©.

Cette étude sera complétée par le calcul des probabilités a priori v. de dé-



DEUXTEME PARTIE

ETUDE DE MODELES SIMPLE

L'interprétation de données expérimentales nécessite, nous l'avons vu, le
choix d'un mod&le probabiliste. Ce choix est particuliérement important et

ne doit pas étre fait pour de simples raisons de comodité de calcul : c'est
1'analyse des conditions expérimentales qui permet de dégager les hypothéses
admissibles et de définir ainsi le modéle.

Les moddles &tudiés correspondent 3 des conditions expérimentales fréquemment
rencontrées. Pour chacun d'eux, la méthode d'analyse statistique est dévelop-

pée en application des principes de la premiére partie.



IT - MODELE BINOMIAL

1 - RAPPELS

1) L'aléatoire X a valeurs dans N a la loi Bi(n,8) si :

Prob (X = x) = (;‘) B® (1-g)" =

2) E(X) =n® Var (X) = no(1-8)
3) Quand n > ®

X=1 % N0,1)

vnd(1-6)

4) Le nombre X de réalisations d'un événement A dans une série de n épreuves
indépendantes et identiques a la loi Bi (n,Prob A)

2 - DISTRIBUTIONS A PRIORT ET A POSTERIORL

Modéle probabiliste
Le résultat expérimental est un entier positif x, valeur de 1l'aléatoire :
X~ Bi (n,o)

p(x]|0) « () 6% (1-)"*

Distribution a priori
Elle est choisie dans la famille des lois Beta (r,s) (Voir annexe A3) :

po (8) « %71 (1-9)571

r s

r
E@) = — Var (9) = (r+s) . (r+s+1)

r+s

Distribution a postériori

o (8]x) = 6571 (1-0)571 (P) 0% (1-6)"X « gTH¥TL (1g)StOX-1
X

8 v Beta (r+x , s+n-x)



que les nombres x et n-X.

Choix de la distribution a priori

Les parametres r et s peuvent &étre fix8s en remarquant que 1'information a
priori est équivalente & celle fournie par une série de r+s épreuves dont r
ont donné un résultat positif. Le nombre r+s définit donc la valeur de 1'in-
formation a priori.

Le quotient r/(r+s) est une valeur centrale de la distribution.

L'information est négligeable si r+s est petit : nous prendrons donc la limite

des résultats quand r+s tend vers 0. Dans ce cas, a postériori :

0 v Beta (x,n-x)

5 = RESULTATS ASYMPTOTIQUES

Pour obtenir une loi approchée si n grand, on fait tendre n vers 1'infini s
1'information a priori est alors faible par rapport 3 1'information expérimen-
tale ; le choix des paramétres r et s importe peu et, pour simplifier les

formules, nous prendrons r = s = 1.

Le développement de Tavleor a l'ordre 2 de 1n p(6lx) au voisinace di made
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