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Objectifs

Vraisemblance marginale
m(y)=]_ f(y10)z(6)do
-Constante de normalisation de 7 (01y)
7 (0)
m(y)

-Composante du facteur de Bayes

_E(Mlly)/ﬂ’-(M2|y)_ml(y)
e T M) 2 (M) ()

ADm,lZ =—2InBF, = Dm,l - Dm,2
D

m,j

Calibrage: Jetfreys & Turing (Deciban: 10log,,BF)

7(0ly)= ou 7 (0ly)=f(y10)x(0)

=—2Inm, (y): Deviance marginale
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" A0
M¢éthodes de calcul/rappels Guihenneuc (2009)

1) Monte Carlo direct 1, (y) — éZ:_l f (y | O(g))

0",....0"¢ : tirages dans 7(0)
Converge en théorie mais tres tres peu efficace

2)M0yenne harmonique (Newton & Raftery, 1994)

-1

ﬁ/lNR(y): _Zgl (

flyre')

ol .0 0 : tirages dans 7(01y)

Tres instable (variance infinie):a proscrire
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M¢éthodes de calcul/rappels Guihenneuc (2009)

(o)

mGD(y): _Zgl (

fy10®)z(0")

ol .0k ) : tirages dans 7z (01y)

Simple et souvent performant

3) Moyenne harmonique généralisée (Gelfand & Dey, 1994)

-1

g(.) a calibrer comme approx du posterior: pb en grde dimension
4)Méthode de Siddharta Chib (1995)
Inm(y)=Inf(yl0)+Inz(0)-Inz(01y),v0
In g (y)=Inf(y!10 )+Inz(0")-InZ(0 1y)
Estimation 7 (0 1y )et sélection 0" = ML, MAP,E(01y)
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M¢éthodes de calcul/Chib(suite)

4)Méthode de Chib (1995)

In st (y)=Inf(y10 )+In7z(0")-In# (0" ly)
1) Gibbs et RaoBlackwellization (Chib,1995)

2) Metropolis-Hastings (Chib & Jeliazkov,2001)
3) Estimateur a noyau (Ando, 2006)
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Méthodes de calcul/Chib via Gibbs

S10 2(91,92)
7[(91»92 IY) :?(91 |y,922f2'(92 Iy)

y
connu estimé

7 (0, |Y):j?(92 |Y»9123[(91 |y2d91

connu tirages MCMC

"Calcul par Rao-Blackwellization"

#(0;1y) =éZ;7f(93 y.0()

0!*) : tirage dans 7 (0, |y)
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M¢éthodes de calcul / Bridge sampling

5)Bridge sampling (Meng & Wong, 1996)

ja y|9 (0)2(0)d0 E*“ (a(0)f(y10)7(0))
[a(@)g(@)7(01y)d0  E™(a(0)g(0))

o(0)"bridge function" tq O<den<+oo, g (0) = densité a calibrer
Pour x(0)=1/g(0)

s (5) =S (510200
Pour (0)=1/f (y10)7(0) 71, (y) = Gelfand-Dey (1994)
Pour a(8)=1/[ £ (y10)7(8) g (8)] " rit,g, () = Lopes-West (2004)
E [ 10)5(0)r(0")]
Mges (¥) = ” 172
MY Lg(0)/ f(v10")z(o")]

0" : tirages dans g (0);0"" : tirages dans 7(01y)
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M¢éthodes de calcul / Bridge sampling (suite)

5)Bridge sampling (Meng & Wong, 1996)

m(y)= J-Uf f(y10)z(0)g(0)d0 _ E4© (a/(ﬂ)f(ylﬂ)f[(g))
Ja@s@7(O1)d0 BT (@(0)¢(0)

Pour (0 )—l/f(yIO) (0)g(0)
cy g (o))
S [ 107 {0

0" : tirages dans g(0);0"" : tirages dans 7 (81y) Est. problématique (cf numérateur)

A

Mgy (Y) =

(Lopes & West, 2004; Ando, 2010)

Pour a(0) o< 5, 7(81y)+s, g (9)]_1 , estimateur optimum au sens E(RMSE)
(Meng & Wong, 1996; Lopes & West, 2004; Fruhwirth-Schnatter,2004)

c'y g (0(1) | Y)

5,7, (0 1y)+5,(0")

) ¢(6")

", (07 1y ) +5,8(0")

o 7 (01y)=f(y10)7(0)/ml) et Ml =i, ou iy,
Sy =1=s, =M /(M +L)

ity (¥) = s

M—l

26/11/2010 Applibugs JLF



M¢éthode des posteriors de puissance/définition de base

Methode due a Friel and Petit (2008)
Posterior de puissance défini par
f(y10) 7 (0)

7, (y)
7 (y)=[f(y10) 7 (6)d0

ou te |0,1] est une variable auxiliaire dite de température

w(01ly,1)=

A noter z,(y)=1and z (y)=m(y) densité marginale
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Méthode PP/résultat fondamental

|
logm(y) = IO Eyy.|log f(y10) |dt
Posterior de puissance:

f(y10) z(6)
7 (¥)
Intégration thermodynamique (fin 70)

M¢éthode d'Ogata (1989)
Ripley (1988), Neal (1993)
"Path sampling” (Gelman & Meng, 1998)

w(0ly,t)=
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Méthode PP/démonstration

Démonstration de

1
logm(y)=| Eyy,[log f (y16)
Comme z,,(y)=1and z, (y) = m(y) densité marginale

7 (y)

) =log [ (logz, (y))'dr
(logz, (¥))'=(z.(¥)) "z (y)
(zt(y))'=%j[f(yIB)]tﬂ(B)dﬁzj%_[[f(yIB)]tfc(B)dO

logm(y) =log

%[f(yle)]t=[f(y|0)]td10g[25y|9)] =[f(y10)] log[ £ (y10)]
(logz, (v))'=[log[ f (v16)] [f(yzm()y];”(ﬂ) d0
\ ﬂt(ﬂTy,t)
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M¢éthode PP/Exemple

Y18~ N(H,l), i=1,..,N
<9~N(,u,72)
Alors ¢9Iy,t~N(,ut,Tt2)
Niy+ut> 1
A -
Nt+77° Nt+77°
—2E,. [log f(y16)|=

D,(6)

My =

N|log2z+logs” + (#-7) 1

(uz’t +1)2 Nt+7°

y= N_IZL Y, 58" = N_IZL(Y;' _y)z

Dy (6)=N|Cre+(u=73)" |+[nz’

Grande sensibilité a 7° (7° — o0, D, (8) — o)

JLF

13



"

Méthode PP/Exemple/suite

-20
I

Expected deviance
=30
I

-40
|

-50
I

I I I I I |
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Temperature

Fig.1. Expected (half) deviance (8), under the distribution (8y, ), plotted against ¢ for prior variance equal
to 1 (=-==-),5(-------) and 10 | J: as v increases so also does the rate at which the mean deviance

changes with ¢
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Méthode PP/Distance KL Prior-Posterior

KL(z(81y), jln 7(01y)de
f(y16)x(6)
KL = jl () (0) 7(01y)do

KL=E,,|In f(y10) |-Inm(y)
—2KL=D- D, (sous produit immédiat de PP)

D = D+2KL| Rappel : DIC =D+ p,
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M¢éthode PP/BF partiel

1) prior 7z (6)impropre = marginale f (x)impropre

d'ou des pb dans la définition du BF

2) grde sensibilité du BF au prior (ne disparait pas avec avec
l'augmentation de la taille de 1'€chantillon)

Idée du BF "partiel" (Lempers,1971) y =(y,.y, )

-échantillon d'apprentissage y , ("pilote") pour étalonner le prior
-échantillon "test" y.. pour l'analyse des données

BF intrinseque (Berger & Perrichi, 1996)

BF fractionnaire (O'Hagan, 1995)

26/11/2010 Applibugs JLF
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Méthode PP/BF fractionnaire

Prior 7 (0)impropre = marginale f (y )impropre
d'ou des pb dans la définition du BF
f(y,10)=f(y18) b=m/N <1 (OHagan, 1995)

une fraction b de la vraisemblance sert a calibrer le prior

7(8,b) f(y10) z(6)

26/11/2010 Applibugs JLF

17



Méthode PP/BF fractionnaire/suite

7(8,b) f(y10) 7(6)

[ £(y10)7(0)d0  p(y.1)

[ r(vie) z(8)a8 m(y.b)

M¢éthode PP fournit directement
—E(O,b)via 7Z'(GIy,t=b)

m" (y,b

—logm" (y.,b j@ E,,,[log £ (y10) ldr
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M¢éthode PP/algorithme MCMC

Approche MCMC avec discrétisation de ¢ sur [0, 1]
f,=0<t <...<t,<.<t_ <t =1

t,=(i/n)" aveci=1,..,n; n=20-100; c=2-5
1)Faire des tirages 8'“) MCMC dans 7 (01y,z.)

G

2)Estimer E,,_, [log p(y10)]= lZ logp (y 10 )

Souvent ind. conditionnelle, log p(y10) Z log p(y

Par ex si 0 est le plus proche parent stochastique de y = (yl.)

3)Calcul de l'intégrale (ex méthode trapézoidale)

logm l/zzl =0 l+1 _tl E +El+1)

26/11/2010 Applibugs JLF



Algorithme d’échantillonnage dans 6 et ¢

logm(y) = [log £ (y10) Jz(81y.r)ds

11 | O
logm(y) =]’ Ogﬁg ){:(9|y,t)p(t2dt
7(0,tly)
NS )

Supposant p(t) < z, (y) = 7 (¢10,y) o< f(y10)

Echantillonnant (0, t) dans ces conditions donne de mauvaises

estimations (pas assez de tirages proches de 0)
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Example/ Pothoff&Roy’s data

Growth measurements in 11 girls and 16 boys: Pothoff and Roy,1964; Little and Rubin, 1987

Age (years) Age (years)
Girl 8 10 12 14 Boy 8 10 12 14

1 210 200 215 230 1 260 250 290 310
2 210 215 240 255 2 215 230 265
3 205 245 260 3 230 225 240 275
4 235 245 250 265 4 255 275 265 270
5 215 230 225 235 5 200 225 260
6 200 210 225 6 245 255 270 285
7 215 225 230 250 7 220 220 245 265
8 230 230 235 240 8 240 215 245 255
9 200 220 215 9 230 205 310 260
10 165 190 195 10 275 280 310 315
11 245 250 280 280 11 230 230 235 250

12 215 240 280

13 170 260 295

14 225 255 255 260

15 230 245 260 300

16 220 235 250

distance from the centre of the pituary to the pteryomaxillary fissure (unit 10%m)
26/11/2010 Applibugs JLF

21



26/11/2010 Applibugs

Model comparison

i: subscript for individual i =1,..,1 =25 (11girls+16boys)
J: subscript for measurement at age ¢ j(8,10,12,14 VFs)

I)Purely Fixed Model
y; = (ao +0{xi)+(,30 +,6’xi)(tj —8)+el.j

o / o J/

~
intercept pente

2)Random intercept model

v, = (o, +ax,+a)+(B,+ Bx)(t,-8)+e,

3)Random intercept & slope model assuming independent effects
v, = (o, +ax,+a)+(B,+ Bx,+b,)(t,-8)+e,

or

Vi =0,+9, (tj _8)"'6,'," Vi ~id N(ﬂij’o-ez)

, (& _ a,+ox;\ (o’ 0
a3 )-x|3 57 )

4)Random intercept & slope model assuming correlated effects

_ 9 N o) + ax, O-j O
Q_((‘jij NKIBO"'IBXJ,(O'M O-;ﬂ

JLF

22



Model presentation:Hierarchical Bayes

Mlevel:y, ~, N (7,,07) with 7, = ¢, + ¢, (1, -8)

2" level :

¢, &, + ax, o’ O,
2q) 6 = _ . O,
oo (Q'zj N (180""6’9],[0@ sz)

-——
X

2b) o, ~ U(O,Ae)or o’ ~ InVG(l,Q'f)

3"level:
Fixed effects: ¢, , B,,  ~ U(inf, sup)

Var (Covar) components:

~Ifo,, =0,theni) o, ~U(0,A,), same for o, ~ U(0,A,)
orii) o ~ InVG(l,gj),same for o} ~ InvG(l,Q‘f)

~Ifo,, #0,theni)o, ~U(0,A,),0, ~U(0,4,),p ~ U(-1,1)
or i) @ ~ W ((1E)” ,v)* forQ=x"

with v =dim(Q)+1 and £ known location parameter

*Take care as Winbugs uses another notation ie W ((VE),v)

26/11/2010 Applibugs
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'_
Resultats

Table : Criteria of comparison of models applied to Pothoff & Roy’s data set
(missing data version of Little and Rubin N=09)

Models Residual Likelihood Uniform priors Inv-Gamma Fractional
Wishart priors priors
Do AlC BIC Dm DIC Dm DIC Dm {0.05) | Dm (0.15)
Fixed B840. | 8860 |8886 | 9195 |9076 |[9194 907 4 8668 7706
Random Intercept | B430E | 84976 | 85003 BB48 |8376 |8805 8375 8289 7316
Intercept+Slope Indep | 8427 | 8487 | 8526 | 8866 |B338 |880.1 8337 8238 7258
Intercept+Slope Correl | 8424 | 8504 | 8555|8872 |8351 8801 8346 830.2 17

Priors on fixed effects are: @ ~ U{ﬂ,ﬁﬂﬂ:l_ a -~ U —50?25}: ,3,:, = U{%li}.ﬁ -fU{—ll:Lq-}
Priors on varniance covanance components are:

-uniform on standard deviations and correlation: O, ~ U{:ﬂ,ﬁﬂ}. a; ~ U(D,,].Uﬂ}, o, ~ U{U,Zﬂ] 2 - U{—l-ﬂ,l.ﬂ]l

-inverted gamma or Wishart on variances: @,° ~ G(1,200). ;" ~ G(1,300). 65" ~G(1,2). =" ~ w((@)‘l 3]

where X = DEHE{BUU?E}

Fractional “pniors™ (0 "Hagan (1995) were based on a fraction (b=0.03, 0.15) of the hikelihood to fum mifial umform mto data-based priors.
Do : mumimum frequentist deviance : Dm : marginal (integrated) deviance, AIC, BIC computed as in SAS-proc mixed and DIC as m Winbugs.

Computations mvolved a trapezoidal mtegration with a gnd of 30 ponts on the (0,1) defined as f; = (i/ N]; with i =1,..30 and N =30
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Resultats/Priors fractionnaires (b=0 vs 0.125)

© beta[1] sample: 50000 beta[15] sample: 50000
=S| &St
.o Lo
E =l Tl
=1 N =] "
2 s 8c|
“of & ol

= T T < T T T T

-15.0 10 0 5.0 -15.0  -10.0 -5.0 0.0 5.0
beta[1 ] beta[15]
betad[1] sample: 50000 betad[15] sample: 50000

= | oo
E. . o
@ L =3
3 £5|
—— - L L
ol ol

= T T = T T T T T

2.5 5.0 1D 0 2.5 5.0 7.5 10.0
betaﬂﬁ ] batad[15]

— | sigmai[1] sample: 50000 —  |sigmai[15] sample: 50000

= o oy

;g _ Dol

ESr m |

ol —_—

] a_ =
0 T = T T T T T T
50 0 100 0 -20.0 0.0 200 40.0 80.0
sigmai[i] sigmai[15]
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Ex2: Modeles de différenciation génétique/Beta-Binomial

Modele hiérarchique a plusieurs niveaux

i=locus; j=(sous)population

7

0) |y, e, ~u B(n,.a,)

Dle, 1 x4, ~, Beta(Tjﬂ'i,Tj (1—74)) T. =

)z, ~, Beta(a,,b,),c;, ~, Beta(a,,b,)
Modele Migration-Dérive a 1'équilibre (Balding)

J

a,;=Nbre de genes d'un type allélique au locus 1 dans la pop ]

p; = Fréquence de cet allele au locus 1 dans la pop |

¢, = différenciation

26/11/2010 Applibugs JLF
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Ex2: Modele de Nicholson

Modele Nicholson et al (2002) idem sauf

D, x4

i

~id N(ﬂ.i’cjﬂ.i (1_72'1'))

Normale tronquée avec masses en O et 1

dou y, la; ~, B(nij,a;.)
ol ¢, =max(0, min(l,&,))
)7, ~, Beta(a,,b,),c, ~, Beta(a,,b,)

Modele de dérive pure

26/11/2010 Applibugs JLF



Résultats

Table : Comparison of two models of distribution of gene frequencies on 495
SNPs 1n 14 cattle populations

Models Dm Dm(b=0.5) D bar KL DIC
Nicholson etal | 4537045 16431 29960 7705 35130
Beta-Binomial | HSESHEER 16466 30160 7467 35360

Calculation via the PP method (Friel & Pettitt.2008) with 20 points defined as t=(1/20)**5
Dm: Marginal deviance=(Dbar+2KL) based on uniform (0.1) priors on ¢ coefficients and p1
gene frequencies.

Dm(b=0.5): Fractional Marginal Deviance with fraction of the likelithood b=0.5 used in the
training sample.

Dbar: Posterior mean deviance

KL: Kullback-Leibler distance between posterior and prior =(MD-Dbar)/2

DIC: Deviance Information Criterion = Dbar+Pd (complexity)
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»
Conclusion

Idée basée sur I’'intégration thermodynamique
Connexion avec « bridge sampling » et « simulated
tempering »

Bien défini et général (modeles hiérarchiques comlexes)

Les « theta » peuvent €tre définis comme les plus proches
parents stochastiques ( idem a DIC) pour bénéficier de
I’indépendance conditionnelle

Tirages uniquement dans les posteriors
Facile a programmer (y compris Win/Openbugs)
Attention a la discrétisation de t (au voisinage de 0)
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