
Le paradoxe de Jeffreys-Lindley : pierre dans le jardin des fréquentistes

ou épine dans le pied des Bayésiens? 
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Hommage à Dennis Lindley

� Dennis Lindley (25/7/1923-14/12/2013)

� Mathématicien de formation (Trinity College, Cambridge)

� Grand mentor du renouveau et de l’essor de la statistique 
bayésienne notamment à « University College » de Londres 
(1967-1977) où il a créé, non sans difficulté, une équipe dédiée à 
la stat bayésienne (PhD Adrian Smith)

� « It was though a Jehovah’s witness had been elected Pope » 

� Parti à la retraite en 1977 à 54 ans pour devenir « Itinerant
scholar »
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scholar »

� 2002: Médaille Guy d’or de la Royal Statistical Society

� Discuteur de nombreux articles: Schafer (1982), Aitkin (1991), 
O’Hagan (1995), Berger, Boukai & Wang (1997), Bernardo (1999)

� A statistical paradox, 1957, Biometrika

� Introduction to Probability & Statistics, 2 vol, 1965, Cambridge UP

� Bayesian Statistics: a review, 1972

� The present position in Bayesian statistics, 1990, Stat Science 

� The Philosophy of Science, 2000, JRSS, D
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Introduction
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Pourquoi la pénalité augmente-t-elle avec ?

Difficile à expliquer intuitivement.  

Côté énervant mais salutaire des paradoxes qui révèlen

n

t

notre méconnaissance ou incompréhension des fondements



Exemple de Stone (1997)

� Exp de physique basée sur n collisions 
indépendantes produisant 2 types de 
particules A et B

� Prédiction de la théorie Pr(A)= θ =1/5

n=527 135 collisions
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� n=527 135 collisions

� y=106 298 de type A 

� y-0.2n=+871

� Estimation de θ : 0.2017±0.0005

� IC 95% (0.2006-0.2027)



Ex de Stone/ approximation de la binomiale sous H0

0

Approche classique asymptotique: 

- / 5
Sous H : Z (0,1)

0.4

527135-106298 871
Ici 

290.4162104 490 000
2.999obs

Y n

n

z

= →

= = =

N
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[ ]
290.4162104 490 000

Pr (0,1) 2.999 0.00135

P-value 0.0027

L'expérimenta

(bi

teu

latéra

r se réjouit: il a mis

le)

 en

obs

N > =

=

 brèche la

prédiction du théoricien. 



Ex de Stone/rapport de vraisemblance
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Test d’hypothèses

0

Ne pas confondre test d'hypothèses test de signification

Berger (2003), Hubbard & Bayarri (20

 et 

: Test d'hypothèses implique :

une hypothèse nulle  opposée à u

d

n

0

eux hypothèse

e hypot

s

h

3)

H

Neyman - Pearson

( )( )

{ }

1

0 1

èse alternative 

Le test basé est défini par une :

rejet de  en faveur d'un

règle de décision 

e alternative 

H

H I T y A H= ∈
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( ) ( )( ){ }1 1 0ensemble de re ; Pr |

:   (rejeter 

jet 

taux d'erreur de 1ère espèce

T y t T HA y tα αα

α

− −= ≥ = ≥

( )( )

0 0

0 0 1 1

0 0 1 1

0

prédéterminé  avant tout examen des données

taux d'erreur de 2ème 

si   vraie)

("size of the test") 

:  (garder si   fausse) Pr |

Rapport de vraisemblance pour 

esp

:  vs :

Rejet  

èce

 

H H

H H T y t H

H H

H

αβ

θ θ θ θ

−<

= =

( ) ( )1 0si | / |  constitue un test UMP (test le plus puissant à  fixé)

Ex: contrôle routinier de qualité, mais difficultés d'application en général

f y f y cαθ θ α≥



Test de signification

( )( ) ( )

( ) ( ) ( )

0

2 2 2 2

0 0 1 0 0 0 0

: Test de signification avec P-value (niveau de signification)

P-value= Pr |  

| / ~  avec

"P value fall

 /      1

Pb d'interprétation:  (Gooda man,"  1cy

obs obs obsT y t H t T y

T y H n y y p y nµ σ χ µ θ σ θ θ

≥ =

= − = = = = −

Fisher

999; Sellke et al, 2001)

La P-value n'est pas un taux d'erreur de 1ère espèce
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La P-value ne donne pas l

une mesure de conformi

a pté de l'hypothèse nulle

C'est plutôt  (ou d'étrangeté "surprise indexté ") d

0

Et  même certains ont pu dire qu'il n'y a rien de fréquentiste dans la p-value!

"We essentially agree that there is nothing frequentist ab

es données 

au mo

out a p value" (

dèle de ba

Casella & 

se (H )

Berge

"a  of the test statistics, one that allows 

 the observed value of the test statistic is"  Hubbard & Bayarri 

r,1987)

handy one - to - one transformation checking how far on the tail

 of the null distribution (2003, p 182)



Probabilité des hypothèses et FB

( )
( )

0 0

1 1

0

1

0 0

Pr( | H ) Pr(H )
Th de Bayes = x  

Pr( | H ) P

Le t

Pr H |

Pr H |

Pr(H

héoricien 

| ) Pr(H )
 B

appelle à la rescousse 

r(H )

Facteur de Bayes:

un bayési ne

y

y

Y y

Y y

Y y

=

=

=

= /
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0 0
01

1 1

"posterior odds" "prior odds"

 B
Pr(H | ) P

Facteur de Bayes:
(r )HY y=

= /

������� ���

10 01

("K" de Jeffreys,1939), utilisé indépendamment par

Turing  à Blechtley Park (Good, 1979)

"Weight of evidence" défini comme log  B

��



Probabilité des hypothèses et théorie de la décision

�

0 0 1

1 1

0 si décision correcte: 
Fonction de coût L ,

 si décision incorrecte: 

:  coût de choisir H  alors qu'elle est fausse (H vraie)

:  coût de choisir H  alors qu'elle est

i

i

i j idécision

a
K

K

K

θ
θ

θ ≠

  ∈Θ
=    ∈Θ 

0 fausse (H vraie)
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Berger,1985)
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Exemple de Stone/Borne inf du FB

( )

( )
( )

( )
( ) ( )

0 20
01,min 0

1

0 01
min 0
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01

Il fait la transition avec le fréquentiste en calculant

un facteur de Bayes (rudimentaire) minimum 

exp ½ 0.223
ˆ

1
Pr |

11
1

ML
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B z

MaxLL

B
H y
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B

θ
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ρ

ρρ ρ
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01
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1

Pour Pr( ) 1/ 2
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= =

( )
( )0
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Les preuves expérimentales à l'encontre de la théorie

s'

1
|

1 1

avèr

/  

Rappel:
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P-value

 nettes que précédemme

=0
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.0 7 

8

n

02

t

H y
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Vraisemblances sous H0 et H1
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( ) ( ) ( ) ( ) ( )
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Ex de Stone/A priori uniforme

( ) 01 01

Dans le but de le convaincre il choisit un a priori uniforme

sur (0,1) à l'instar des pères fondateurs 

( )

Avec ~ U 0,1  ln B 2.094 B 5π = ⇒ =

250ème anniversaire du fameux théorème dans 4 jours

8.11
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( )

( )

01 01

01
0

Avec ~ U 0,1  ln B 2.094 B 5

Pr |
1

B
H y

π = ⇒ =

⇒ =

8.11

01

Le théoricien se dit que c'est presqu

Rapp

e tr

el:

op beau pour être vrai. 

 P-value

B
=

+

= 0. 7

0. 9

002

8



Cas normal: expression de BF

( )

( ) ( ) ( )

( )

( ) ( )

2
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2

1

2 2 2
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| | ,

Non défini pour un a priori plat impropre =Cste 
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=
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Calibration du facteur de Bayes
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Degré de preuve contre H0

( ) ( )

0

2

01"Rejet de H " si   

 où ' 2 ln

Si      1

log 1 / ' 1 /

/ /     1 / 1

B b

b b

n

z n b

n n n

n

λ λ

λ

λ λ

λ

≤

=≥ + + +   −

>> + ≈ + ≈
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( ) ( )
0 1

2 log log '

Plus  est grand, plus i

   

Pour 1/10 et 1 ("Unit Prior Information") ' 6.9

l e

BIC

b

b

b

z n

n

λ

λ

−∆

− +

=

≥

= =

�����

0st difficile de rejeter H



FB pour n>>λ

( )( )

( )

2

01

2 min

01 01

2 2

Si      1 / /     1 / 1

 tq /   "Nbre d'observations implicites"

1 / exp -½ / 1+ /
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λ τ σ

λ
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λ
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=

= +
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( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2

0

1

Numérateur : | exp ½
2

Dénominateur : | |

-Rôle très impo

n
f y H z

f y f yH y d

πσ

θ π θ θ π

=

≈=

−

∫
rtant de l'a priori sur le paramètre 

Pb en cas de conflit entre a priori et vraisemblance 

(risque de sous pondérer les régions de forte vraisemblance )y



Cas d’un a priori uniforme

( ) ( ) ( )

( ) ( )

( )
( )

0 0

0

0

0 0 ½ ½

½
2

1
½

2
½

Cas considéré par Lindley (1957) puis corrigé par Bartlett (1957)

1
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1
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µ δ
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µ
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+

−

+

− + ⇒ =

=

 −

∫

∫
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 
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Cas d’un a priori uniforme/suite

( )
2

0

01 2
exp

2 2

Grde sensibilité à la valeur de 

n y
B

n µδ

σ π σ

δ

 −
= − 

 
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( ) ( )
2

2 2 2

01
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2

1 0 1

2log

Grde sensibilité à la valeur

Remarque: Si -2logB =∆BIC

log log /

 d
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Relation BIC et FB

[ ] ( ) ( )

( ) ( )

( ) ( ) ( )

½

1

BIC pris comme approximation de Laplace de

-2log ( )  où ( ) |

ˆBIC 2 log( ) O

Kass & Raftery, 1995; LeBarbier & Mary-Huard , 2006 

avec 

O(1)

ˆ ˆO(1) log log 2 2lo  où  g dim( )

ML

ML ML
I

m m f d

n

pp

L p n

π θ

−

= Π

= − + +

= − −

+

Π =

∫y y y θ θ

θ

θ θ

θ
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( ) ( ) ( )1avec O(1) log log 2 2lo  où  g dim( )
ML ML

I pp

L

π θ= − − Π =θ θ

( ) ( ) ( )
( )2

1

1 |log | ,  (info Fisher pour une obs)
'

"The O(1) error does suggest the "approximation to be somewha

(ne décroit pas avec la taille de l'échantillon) (Rafte

t c

ry, 1995

rud

)

e

L
f n E

−
 ∂

= = −     ∂ ∂ 
y θθ y θ I θ

θθθθ

θ θθ θθ θθ θ

BIC cannot replace a fully Bayesian model comparison with prior

distributions chosen carefully for a specific prob

"  

" (Kuha, lem 2004)



Relation BIC et FB

( ) ( ) ( )

( )

1

1

Var d'échantillonage

ˆ ˆ ˆ ˆSi on prend ~ ,  où /

où   représente un nombre d'observations implicites  relatives à l'a priori

ˆalors BIC 2 log(1 / )  (Kuha, 2004

ML ML ML ML

ML

n
n

L p n

λ

λ

λ

−   =    

= − + +

θ θ V θ V θ θ

θ

�����
ΙΙΙΙN

( )

)

ˆλ λ= − +
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( )

( )

2

01 0 1 01

2

2

ˆPour ,  on retrouve la formule BIC 2 log( / )

équivaut à BIC =BIC BIC -2log  = -log( / ) vu précédemment

ˆavec /

Analogie avec le g-prior de Zellner du moins pour la variance 

ML

ML

n L p n

B z n

V n

g

λ λ

λ

σ

σ

= − +

∆ − =

=

θ

θ

X

�

( )
1

'

(  identifiable à /  comme dans l'interprétation de Marin & Robert, 2007)g n λ

−
X



Paradoxe/effet de n
2 2 2 2

2

01

* "a handy one-to-one transformation of 

Pour    ( / / )

log ½ ½ ln ½ ln

?  Conditionnellement aux observ

soit aussi à  fixé  (p-value fixée*) et pour  fixé

ations 

n

B z n

z

λ τ σ λ λ τ

λ

λ

σ>> = ⇒ =

− + −

Que dit le paradoxe 

�

01 0

the test statistics" Hubbard & Bayarri (2003)

 "moins de preuves à l'encontre de H "n B⇒↗ ↗
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01 0

"Diminishing significance of a fixed p-value when sample size is

acceptation systématique de H

 inc

n B→ +∞⇒ → +∞⇒

reased" 

(Good, 1988)

"As the sample size increases in testing precise hypotheses, a given p value

provides less and less real evidence against the null"  (Berger & Selke, 1987)

"5 % in to-day small sample does not mean the same as 5% in to-morrow

large one." (Lindley, 1957)



Que dit Lindley?
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Paradoxe/effet de n/illustration
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( )

( ) ( )

( ) ( ) ( ) ( )

2

0 0

2 2

1 0

1
1

0 1 0 01

0 1

| ~ , /  

| ~ , /  ~ ,  ( =1)

Pr Pr 1/ 2   Pr | 1

Séquence aléatoire d'expériences  et  en proportions égales.

Dans l'ensemble de celles qui ont une valeur fixée de  soit un

y H n

y H n

H H H y B

H H

z

µ σ

µ σ µ µ σ λ

−−= = = +

N

N N

( )0 0

e p-value fixée 

Pr a posteriori mesure la proportion limite de celles générées sous H H

α



Relations BF, m/n0, P values/ Spiegelhalter et al, 2004
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Paradoxe lié de Lindley-Scott vs Peto et al
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Paradoxe de Lindley-Scott vs Peto et al
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Conditionnement par un intervalle

{ }

( )

( )
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1 /2 1

0 0

1 1

1 ,

2

0

1 /2
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0

/
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| )

| )

| ~ , /  

Pr(
:   

Pr(

Pr(

Pr( Pr

Conditionner par conditionne

et | )

| ) | , )     Puissance intégrée

 ~ , /  ("skeptical pri

r p  

(

ar 

A H

A H

y H n A H

A H

A Z Z z

Z z Z z

H

B

A d

α α

µ

α

β α

µ σ α

µ π µ µ

µ µ σ λ

− −

−

−

=

=

=

≥

≥ =

= ≠

∫������

	

�

N

N or", Spiegelhalter et al,1994)

α	
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01

1 /2

1 1

01

0

001

/ 0 

| ) (1 )  (si  petit) (B&S,1987; Dickey,1977)

/ | ) ½

Cf aussi Hung et al (1997) pour la dist

 

Pr(

1,  Pr(

i

2

r

1

B

Bn

H A

n H

z
n

B A

α

α

λ

λ

α

αλ

α α

λ

− −

−

→ ⇒

→ + ≈

→ ∞ ⇒

=
  

− Φ  
+   

→ →

→	

	

	

1

bution de la P-value et 

DeGroot (1973) pour une interprétation de la p-value en terme de

rapport de vraisemblance de H0 vs certaines classes de H



Conditionnement par un intervalle/Ex
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Distinction P=P0 vs P<=P0

� “In fact the paradox arises because the 
significance level argument is based on 
the area under a curve and the Bayesian 
argument is based on the ordinate of the 
curve” Lindley (1957, p 190)
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curve” Lindley (1957, p 190)

� “What the use of P implies, therefore, is 
that a hypothesis that may be true can be 
rejected because it has not predicted 
observable results that have not occurred” 
Jeffreys (1961, 3rd ed, sect 7.2 p 385)



Ex de van der Pas (2010)
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Que dit Jeffreys?
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Consistance du FB
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d instead
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ue paradox is that this
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e 0, qd

stency 

  (calibration d

is overlooked in most commentar

e ( )?)

ie

n nα α→ → ∞

s on the

Lindley-Jeffreys paradox" Robert (2013)



Echantillonnage avec arrêt optionnel préférentiel

-Intérêt du FB pour se prémunir contre le risque d'un échantillonnage séquentiel avec

arrêt optionnel orienté.

"Optional & preferential stopping rule for a foregone conclusion" (Good,1991,1992)

Exemple:
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Exemple:

-

0

Echantillonner séquentiellement et arrêter l'analyse dès qu'on a trouvé un résultat significatif

(ex r

principe de la vraisem

ejet de H )

-Pté inhérente au : On n'a pas à prendre en compte la rblance ègle d'arrêt 

(raisonnement conditionnellement aux données observées et non au dispositif expérimental)



Echantillonnage avec arrêt optionnel préférentiel

0

2

10

10 0 1

-Test d'hypothèses NP: Pr(Rejet H ) croît vite avec le nbre de tests

- exp(½ ) / ' log /  (loi du logarithme itéré)

-D'un point de vue fréquentiste: Pr(BF ) 1/     vraie; 

B C z n C n n

k k H H H

≈ ≈

> ≤ =
�����

 fausseH=
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01Pr (BF 1/ )k<

�����

"If you set out to collect data until your posterior probability for a hypothesis which is 

unknown to you is true has been reduced to 0.01, then 99 times out of 100 you will never make

 it, no

cf S

 mat

anbo

ter how 

rn & Hil

many data, you a

ls (2013) pour p

nd your children after you may c

lus de détails sur les condition

ollect" Edwards 

s d'application 

et al (1

de la r

963)

ègle



Paradoxe/effet de l’a priori
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at the richest consequence of Jeffreys' (1939)

19/12/2013 JL Foulley-I3M- Applibugs 37

"I thus remained convinced ht at the richest consequence of Jeffreys' (1939)

and Lindley's (1957) exhibitions of this paradox is to highlight 

" (Robert, 2013)

"

the difficulty

in using improper or very vague priors in testing settings

The only assumption that will be questioned is the assignment of a prior 

distribution of any type, and, in particular, of the chosen form" 

(Lindley, 1957)

"Being indecisive about the alternative hypothesis we simply should not select

it" (Robert, 2013)



Paradoxe/effet du rapport λ/n

2

01

Ce qui compte c'est le rapport /  de l'information apportée 

par les données par rapport à celle cont
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2 log ln /
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B z n

z

λ

λ− −�
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( ) 01 01
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0

01 01 0
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Est-ce vraiment un  paradoxe?

� OUI en apparence si l’on s’en tient à des conclusions 
hâtives, NON en réalité si l’on examine les deux théories 
qui se réfèrent à des objets et concepts différents. 

� Espace d’échantillonnage vs espace paramétrique

� Confrontation des données à une hypothèse nulle (H0) vs 
comparaison de H0 et d’une alternative particulière (H1) 

� Paramètres fixés vs paramètres incertains affectés d’une 
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� Paramètres fixés vs paramètres incertains affectés d’une 
distribution a priori

� P-value qui n’est pas une mesure de comparaison de 
l’adéquation de 2 hypothèses mais simplement de 
l’adéquation de l’une d’elles aux données

� Conditionnement par un intervalle de valeurs possibles vs
données observées

� “Tail area” vs rapport de vraisemblance



Pourquoi tant de passion vis-à-vis de ce sujet?
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Pourquoi tant de passion vis-à-vis de ce sujet?
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Pourquoi tant de passion vis-à-vis de ce sujet?
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Statut de l’hypothèse nulle
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Mesures d’accommodement

� Calibration des P-values

� Choix de la distribution des paramètres
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Choix de la distribution des paramètres

� Modifier Pr(H0)/Pr(H1) (Robert, 2013) 



Calibration des P-values en fonction de n

( )*

Good (1988) propose une règle empirique de standardisation

des p-values en référence à un effectif 100

min ½, /100P P

N

N=

=
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( )
"I guess that standardized p-values will not become standard before

the year 200 " !0  

*

!

Ex Stone P=0.0027 P 0.196→ =



Calibration des P-values en général

( )

on

Sellke, Bayarri & Berger (2001) proposent deux formules de calibration

( ) log( )   1/  (borne inférieure)

1

1
1
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( )
0

0

"can be used as a quick and dirty calibration of a p-value when

only H  is a

Borne 

valaibl

inférieure trop petit

e" (Berger, 2003

Ex Stone

e, défavo

: p=0.002

r

7

able à H

)

0.042pα→ =



Choix des a priori sous H1/Bartlett

( )2

01Rappel : A  priori  uniforme exp ½
2

Se référant à Neyman-Pearson où  est déterminé en fonction 

de -  soit 1/

n
B z

n
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σ π

µ µ

= −

= ∝
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( )

0

2

01
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Choix des a priori sous H1/Smith & Spiegelhalter
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Smith et Spiegelhater (1980) suggèrent de prendre 
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0: Pour 1/19 ie ( Pr  | )=0.05, il faut 3.93

Statut de l'a priori dépendant de  "either as a 

Bayesian analysis,..., or simply as a formal analysis, 

genuine subjec
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i

d

t ve
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01 1 0 01 01 01 1 0
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Facteur de Bayes a posteriori
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Plus généralement   - 2 l ( )

( )
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Distribution a posteriori du rapport de vraisemblance

( )
( )
( )

( ) ( )
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Aitkin (2005, 2010) propose de calculer 

0.1,  0.01 ou 0.001 par ex

 LR

Pr LR |

L f y

k

L

L

k y

µ µ

µ

µ
µ

µ

µ

=

=

< = −

=

<

 

  

19/12/2013 JL Foulley-I3M- Applibugs 50

( )Il montre que Pr LR 1| 1

La P-value est la probabilité a posteriori que la rapp  ort

y Pvalueµ < = −  

0 1
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FB partiels,intrinsèques et fractionnaires

� � ( ) ( )

( ) ( ) ( )

FB partiels   ,  |

FB intrinsèques (Berger, Perrichi, 1996)

FB fractionnaires (O'Hagan, 1995) 
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Retour à l’exemple de Stone (1997)
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Autres approches

� Tests de sévérité (Mayo &Spanos,2006; Spanos, 2013)

� P-rep (Killeen,2005; Cumming, 2005; Lecoutre et al, 

2010) Pté prédictive fiduciaire qu’une réplication donne 

un résultat de même signe (ou un résultat significatif pour 

P-srep)
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P-srep)

� Bayesian Reference Criterion (Bernardo,1999, Sprenger

2012) (espérance a posteriori d’une fonction d’utilité)

� UMP Bayesian Test (Johnson, 2013ab)

� FB basé sur des fonctions de scores 



Test unilatéral d’hypothèses composites 
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0
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Pas de paradoxe

1 Pr ( | ) ( ) P value

Plus  /  grd, plus  petit, plus Pr | P value
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Test unilatéral/Exemple 
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Discussion 

� Le test de H0 ponctuelle vs H1 composite (cas d’école) 

est en fait plein de chausse-trappes quelle que soit la 

théorie avec laquelle on l’aborde

� Une P-value donnée n’a pas la même signification 

19/12/2013 JL Foulley-I3M- Applibugs 56

� Une P-value donnée n’a pas la même signification 

selon la taille de l’échantillon

� Le choix de l’a priori sous H1 est déterminant dans 

l’expression du FB (il fait partie intégrante de H1)

� Bien le calibrer en fonction des connaissances sur le 

sujet et des objectifs de l’étude



Discussion/suite 
� Faut-il élaborer (Berger) ou non (Lindley) une 

synthèse des théories des trois écoles (Fisher, 

Neyman-Pearson, Jeffreys) en matière de tests 

d’hypothèses? 

� Si oui, dans quelle direction et sur la base de quels 

principes? 

� Analyse classique avec conditionnement par une statistique 
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� Analyse classique avec conditionnement par une statistique 
relative au degré de preuve apportée par les données vis-à-
vis de H0/H1 (Berger, Boukai & Wang, 1997; Berger, 2003)

� Justification fréquentiste de techniques bayésiennes (Good, 
1992; Aitkin, 1995, 2010; Aerts et al, 2004, Johnson, 2013 )

� Distributions prédictives (Gelman & Shalizi, 2013 ; Lecoutre et 
al, 2010) +Théorie de la décision (Bernardo, 1999)

� Nécessité d’un consensus minimum dans les 

résultats et conclusions formulés par les praticiens



Discussion/suite 

� Attention aux techniques a priori séduisantes qui 

manquent de cohérence interne

� Distinction entre estimation et tests d’hypothèses (ou 

prise de décision)

� Le statut des paradoxes est de créer le trouble et 

19/12/2013 JL Foulley-I3M- Applibugs 58

Le statut des paradoxes est de créer le trouble et 

d’obliger à plus de réflexion sur les fondements des 

diverses théories et c’est bien le cas de celui de 

Jeffreys-Lindley

� Pour les fans de paradoxes logiques, 

mathématiques et probabilistes (cf site « mes 

paradoxes favoris » de Gerville-Reache)
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Annexe: approximation asymptotique du FB dans le 

cas binomial
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